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あらまし Huangらによって提案された経験的モード分解 (EMD; Empirical Mode Decomposition)は，信号を固有
モード関数 (IMF; Intrinsic Mode Function)と呼ばれる狭帯域の信号の和に分解する手法である．IMF に Hilbert変
換を適用し，時間-周波数空間へ変換した信号は Hilbert-Huangスペクトラムと呼ばれ，瞬時周波数の解析に有効で
ある．しかしながら，従来の EMDでは，IMF の帯域幅や数を調整することが難しい．本論文では，EMDの過程
で求める必要がある包絡線を最適化問題の解として表現し，少数の実数パラメータで IMF の帯域幅や数を制御す
る手法を提案する．
Abstract A flexible and efficient method for finding the envelope within the empirical mode decomposition (EMD) is
introduced. Unlike the existing (deterministic) spline based strategy, the proposed envelope is a result of an optimisation
precess and sought as a minimum of a quadratic cost function. A closed form solution of this optimisation problem is
obtained and it is shown that by choosing a small number of free parameters, we can fine-tune the frequency resolution or
the number of intrinsic mode functions (IMFs) as well as the shape of the envelopes. Computer simulations on both the
synthetic and real-world electro-encephalogram (EEG) data support the analysis.

1 はじめに

信号の周波数の時間変化を解析するためには，通常，短
時間フーリエ変換 (STFT; Short time Fourier transform)
やウェーブレット変換 (WT; Wavelet transform)等の線
形変換に基づく手法がよく用いられている．しかし，こ
れらの手法は，時間分解能と周波数分解能がトレード
オフであり，時間分解能を上げると周波数分解能が下
がり，周波数分解能を上げると時間分解能が下がる．こ
れは量子力学の不確定性原理を模し，Heisenberg boxと
呼ばれる [1]．
一方，非線形なアプローチとしてHuangらは 1998年

に経験的モード分解 (EMD; Empirical mode decomposi-
tion)を提案した [2]．EMDは，信号 x(n)を固有モード
関数 (IMF; Intrinsic Mode Function)と呼ばれる狭帯域
の信号 ci , i = 1,2, . . . の和と残りの信号 r(n)に分解する;

x(n) =
N∑

i=1

ci(n) + r(n). (1)

IMFにHilbert変換を適用することで，瞬時の周波数と
振幅を求めることができ，時間-周波数空間の信号とし
て表現できる [3]．すべての IMF を時間-周波数空間で
表現した信号は Hilbert-Huangスペクトラムと呼ばれ，
STFTやウェーブレットのスペクトラムに現れる不確定
性を持たない．さらに EMDには，基底などの事前の
知識を必要とせず，データを探索的に分析することが
できる特徴がある．EMDについては，第 2節で詳しく
述べる．

EMDでは，信号を IMFに分解する際に IMFの帯域
幅や IMFの数を制御することが難しい．すなわち，所
望の分解能で信号を分解することができない．これは
IMFを求める際に信号の包絡線を極大値 (極小値)のス
プライン曲線と定義していることに起因する．本論文

では，包絡線を 2次最適化問題の解として定義し，そ
の解を示す．この最適化問題の実数パラメータを調整
することにより，IMF の帯域幅や数を制御する手法を
提案する．これにより，例えば，信号中のノイズ比に
より分解能を変更したり，所望の周波数帯においての
み細かい分解を行うなど，柔軟な分解を行うことがで
きる．また，音声認識やパターン認識などの前処理と
して EMDを使う場合には，識別に最適な IMF を求め
ることもできる．パラメータと IMFの数や帯域幅の変
化は人工的な信号と脳波計の信号を用いて例示する．

2 経験的モード分解

2.1 固有モード関数

EMDは時間信号を非線形に非定常な信号を時間-周波
数空間に変換する手法である．始めに離散時間信号 x(n)
は，式 (1)のように IMF ci(n)と残りの信号 r(n)に分解
される．IMF が狭帯域の信号であるために，Huangら
は IMF を下記の条件を満たす信号と定義している [2]．

• 信号の極値の数と信号がゼロと交差する回数が同
じか１つの違いである．

• 信号の任意の点において，極大点と極小点から作
られる包絡線の平均値がゼロである．

Huangらはこの条件を満たす信号が極狭帯域の信号で
あることを示した．AM，FM， AM-FM などの信号は
すべて IMF である．

x(n)から IMF は下記のように求めることができる．

1. IMFの添字集合 I = φ(空集合)とおく．

2. (x−∑i∈I ci)の極値がなくなるまで下記を繰り返す．



(a) h = x−∑i∈I ci とおく．

(b) hが IMF になるまで下記を繰り返す．

• 極大値，極小値を検出し，それぞれを三
次のスプライン曲線で結び包絡線を求め
る．u, l をそれぞれの包絡線とする．

• h← h− 1
2(u+ l)とする．

(c) hを IMF の集合に加える．

IMF は高周波の成分から順に求まり，最後に残った信
号 r(t)は最も低い周波数を持つ．
上記アルゴリズムの 2. (b)において，hが IMF かど

うかの判定には下記の基準が用いられる．

S D=
∑

n

|hold(n) − hnew(n)|2

h2
old(n)

(2)

Huangらは SDが 0.2-0.3で IMF とするのが経験的に
最適であると述べている [2]．

2.2 Hilbert変換

BoashashとCohenは瞬時において単一の周波数しか持
たない信号 (monocomponent signal)に対し，Hilbert変
換を用いて振幅と位相を表現する手法を提案した [4],
[5]．単一の周波数を持つ信号 x(t)に対し，Hilbert変換
y(t)は

y(t) =
1
π

P
∫ ∞

−∞

X(t′)
t − t′

dt′ (3)

で定義される．ここで Pは Cauchyの主値である．複
素信号 z(t)を

z(t) = x(t) + iy(t) = a(t)eiθ(t) (4)

とする．このとき，振幅 a(t)と位相 θ(t)は

a(t) = (x2(t) + y2(t))1/2 (5)

θ(t) = arctan
(y(t)
x(t)

)
(6)

で表され，時刻 t = t′ における瞬時周波数 ω(t)は

ω(t′) =
dθ(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=t′

(7)

で表される．
IMF ci(i = 1,2, . . . ,N)に対応する振幅と瞬時周波数

をそれぞれ ai , ωi とおくと

x(t) =

N∑

i=1

ci(t) + r(t)

= Re[
N∑

i=1

ai(t) exp(i
∫
ω j(t)dt)] + r(t) (8)

と表される．
Hilbert-Huangスペクトラムは

H(t, ω) =

{
ai(t) (ωi(t) = ω)
0 (otherwise)

(9)

と表される．

3 2次ペナルティによる包絡線の定義

EMDのアルゴリズムにおいて，IMFの帯域幅と数を変
化可能にする新しい包絡線の定義を提案する．EMDの
アルゴリズムでは，収束するまで原信号から２つの包
絡線の平均値を引く操作を繰り返す．
ここで，包絡線に含まれる周波数を低く制限すれば

IMFに高い周波数が多く残り，１つあたりの IMFの帯
域幅が大きくなり，IMF の総数は減る．逆に包絡線に
含まれる周波数に制限を設けず，式 (2)における SDの
値も小さくすれば IMFの帯域幅は小さくなり，IMFの
総数は増える．即ち，包絡線の周波数成分を制御する
ことにより，IMF の周波数も制御することができると
考えられる．そこで，包絡線を下記のような性質を持
つ信号と特徴付けることにする．

1. 極大値 (極小値)の近くをなるべく通る．

2. 滑らかである．即ち周波数成分が低周波に大きく
偏っている．

これらの条件を定式化することで，包絡線推定を最適
化問題を解くことに帰着させる．
分解する信号を x(n)とし，極大値，極小値に対応す

る時間の集合をそれぞれ {tui }
Nu

i=1，{tli }
Nl

i=1とする．以下で
は，極大値を用いて上側の包絡線 u(n)を導くが，下側
の包絡線も同様に求めることができる．極大値を並べ
たベクトル fvを

fv = [ f (tu1) f (tu2) . . . f (tuNu
)]> (10)

とおき，{tui }
Nu

i=1を標本化する作用素をAとおく (Ax= fv)．
x(t)が離散信号のときは (x(t) = x(n))Aは極値に対応す
る時間 (A)i,tui

= 1で，それ以外は 0となる Nu × T 行列
となる．ここで T は x(n)の点数である．eを RNu の自
然基底，êを RT の自然基底と置くと，

A =
Nu∑

i=1

ei ê
>
tui

(11)

と表される．上記の包絡線の条件 1は，評価基準

L1(u) = ‖Au− fv‖2 (12)

を小さくすることで表現できる．
F をフーリエ変換作用素とし，Uを u(n)のフーリエ

変換とする．すなわち，離散信号では

U(ξ) = (F u)(ξ) =
Nu−1∑

n=0

u(n)exp(iξn) (13)

であるとする．ここで上記の包絡線の条件 2を以下の
評価基準を用いて表現する．

L2(u) =
T∑

i=1

U(ξi)LU(ξi) = 〈U, LU〉 (14)

〈·, ·〉は内積を表し，ξi は i番目の周波数帯を表す．行列
Lは対角行列で対角成分からなるベクトルを ρとする．

L = diag(ρ) =



ρ1 . . . 0
...
. . .

...

0 . . . ρN


(15)



周波数成分が低周波に偏るためには，高周波に対して
大きなペナルティを課す必要があるので，ρは例えば
以下のように与えられる．

1. ρ = (0 . . .0︸︷︷︸
n

1 . . . 1︸︷︷︸
T−2n

0 . . .0︸︷︷︸
n

)

2. ρ = (1α 2α . . . (T/2)α(T/2)α . . . 1α)

包絡線を求めるための最適化問題はペナルティL1, L2

を同時に小さくすればよい．両者の重みを制御するパ
ラメータを βとすると最適化問題は

min
u

: J = ‖Au− fv‖2 + β〈U, LU〉 (16)

と表される．

(命題) この最適化問題の解は

u = (A>A+ βF LF )−1A> fv (17)

と表される．ここで T × T の逆行列の計算は，コスト
が非常に大きいが，連立方程式 (A>A+βF LF )u = A> fv
を Gauss消去法で解くことにより，高速に最適解を求
めることができる．

(証明)

J = 〈u, (A>A+ βF LF )u〉 − 〈u,A> fv〉
−〈A> fv,u〉 + ‖ fv‖2 (18)

Jを uで微分して

∂J
∂u

= 2(A>A+ βF LF )u− 2A> fv (19)

ここで β > 0のとき A>A + βF LF は正則であるので，
J = 0となるのは式 (17)のときである．(証明終)

4 実験

提案したアルゴリズムの有効性を示すために２つの実
験結果を示す．１つ目の例では，単純な人工の信号を
用いてパラメータと包絡線の関係を示す。２つ目の例
では，脳波計の信号を用いて EMDの分解能と IMF の
数の関係を示す．
インプリメントにはMATLAB © を用い，従来法との

比較のために公開されているソースコードを利用した
[6], [7], [8]．

4.1 人工データの実験

包絡線とパラメータの関係を調べるために以下の人工
的な信号を使用した．

x(t) = sin(
2π
40

t) sin(
2π
400

t) (20)

x(t)は離散信号で t = 1, . . . ,800とした．また，β = 10−8,
ρ = (1α 2α . . . 400α 400α . . .1α)> として，αを変化さ
せた．

提案したアルゴリズムから求めた包絡線を図 1に示
す．図より，αが大きくなるほど，即ち高周波のペナル
ティが大きくなるほど包絡線が滑らかになっているこ
とが確認できる．また，２つの包絡線の平均線も αが
小さいときには高周波成分を多く含み，αが大きくな
ると高周波成分が小さくなることが分かる．これによ
り，αが小さいときには IMF からは高周波がおおく取
り除かれ，周波数分解能が高くなり，IMF の数が多く
なると考えられる．

4.2 脳波計データの実験

次に，提案したアルゴリズムを脳波計 (EEG; electroen-
cephalogram)の信号に対して適用した例を示す．信号は
Rutkowkiによる実験のデータを使用した [9]．信号はサ
ンプリング周波数 2048Hz，量子化ビット 24bitのもの
を 204.8Hzへダウンサンプリングし，約 4.8秒 (1000サ
ンプル)を使用した．ρ = (1α 2α . . . 500α 500α . . .1α)>，
とし，α = 3および 5の二種類について調べた．原信号
と提案したアルゴリズムで求めた IMF，従来法で求め
た IMF，それぞれのHilbert-Huangスペクトラムをそれ
ぞれ図 2, 3, 4, 5, 6に示す．
実験結果より α = 3のとき IMF の数は 14，α = 5の

とき IMF の数は 9，従来法では 8であった．これによ
り，提案法では，IMF の数が調整可能であることが確
認できた．また，Hilbert-Huangスペクトラムについて
も αを小さくするとより細かなスペクトラムを描くこ
とが確認できた．

5 まとめ

本研究では，EMDにおける IMF の周波数分解能と数
を調整するために，包絡線を求める最適化問題を提示
し，その解を求めた．この最適化問題のパラメータ ρ
を変化させることにより IMFの周波数分解能や数を調
整できることが，実験結果から確認できた．
実験では，IMFを求めるときに，ρにおけるパラメー

タ αを１つに固定した．IMFを逐次求める際に αを変
化させることにより，特定の周波数帯において分解能
を変化させることができる．これにより，例えば脳波
中のアルファ帯域の信号のみを精細に調べるなどの応
用も可能になると考えられる．実験では，αの値を大き
くしすぎると IMFへと収束しない場合を観測した．た
だし，スプライン補間を用いる従来法でも収束しない
場合を観測できる．このため，今後の課題として，IMF
への収束性の議論が挙げられる．
本研究は科学研究費補助金（基盤研究（Ｂ） ）

18300057の補助を受けた．
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Figure 5:脳波計データの IMF (従来法)
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