
1 確率システムの理論
• 決定的：AならばB，論理

• 確率的：サイコロの目，到着するメッセージ数。
結果か決まっているわけではないが，推定して有用な情報を得ることは可能

1.1 離散確率

• Ω 標本の集合
例：サイコロ１つを投げる場合：
Ω = {１の目が出る，２の目が出る，３の目が出る，４の目が出る，５の目が出る，
　６の目が出る }
サイコロ２つを投げる場合：
Ω = {１と１の目が出る，１と２の目が出る，. . . ,６と６の目が出る }
メッセージ数の場合：
Ω = {0, 1, 2, 3, . . .}

• 事象：Ωの部分集合
例：サイコロの目が偶数，メッセージ数が３以下

• 事象 Sに対する，確率 (測度)P (S)が決まっている。
　測度：(部分)集合に対して値を対応付けるもの
S1と S2を，Ωの部分集合で，S1 ∩S2 = ϕとなるものとする。確率 (測度)は次の条
件を満たさなくてはいけない。

P (ϕ) = 0

P (Ω) = 1

P (S1 ∪ S2) = P (S1) + P (S2)

• (離散)確率変数X : Ωから 0以上の整数の集合N への写像

X : Ω → N

• P (x) : 確率分布：以下のように定義される。

P (x) = P ({ω |X(ω) = x})

次の関係が成立する。

0 ≤ P (x) ≤ 1
∞∑
x=0

P (x) = 1
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確率変数の関数 g(X)の期待値：

E[g(X)] =
∞∑
x=0

g(x)P (x)

平均値

E[X] =
∞∑
x=0

xP (x)

分散

V ar[X] =
∞∑
x=0

(x− E[X])2 P (x)

n次積率 (nモーメント)

X(n) =
∞∑
x=0

xnP (x)

次の関係が成立する。
V ar(X) = X(2) − (X(1))2

z変換：|z| < 1なる複素数に対して，

G(z) =
∞∑
x=0

zxP (x) = E[zx]

と定義する。サイコロの場合，

G(z) =
1

6
(z + z2 + z3 + z4 + z5 + z6)

次の関係が成立する。

P (x) = lim
z→0

1

x!

dx

dzx
G(z)

G(z)は確率母関数と呼ばれる。

X(1) = lim
z→1

d

dz
G(z)

X(2) = lim
z→1

d

dz

(
z
d

dz
G(z)

)

X1，X2：２つの確率変数
P1(x1)，P2(x2)：それぞれの確率分布
P (x1, x2) = P ({ω |X1(ω) = x1, X2(ω) = x1}：同時 (結合)確率分布
X1とX2が独立：P (x1, x2) = P1(x1)P2(x2)

2つの確率変数の和も確率変数：

X3 = X1 +X2

X3の確率分布 P3(x3) = P ({ω |X1(ω) +X2(ω) = x3})は，

P3(x3) =
∞∑

x1=0

P1(x1)P1(x3 − x1) =
∞∑

x2=0

P1(x3 − x1)P1(x2)

2



となる。P3の z変換G3(z)は，

G3(z) = E[zX3 ] = E[zX1+X2 ] =
∞∑

x1=0

∞∑
x2=0

zx1+x2P1(x1)P2(x2)

=
∞∑

x1=0

zx1P1(x1)
∞∑

x2=0

zx2P2(x2) = G1(z)G2(z)

のように，G1(z)とG2(z)の積になる。

1.2 連続確率

Ω (標本の集合)の例：長さ，通信時間
確率変数 X：通信で使うため，XはΩから負でない実数の集合への写像とする。
事象の例：長さが 1cmから 3cm，通信時間が 3分以内
累積確率分布関数：

F (x) = P ({ω |X(ω) ≤ x})

確率密度関数：

f(x) =
dF

dx

確率密度関数の意味：

f(x)∆x = F (x+∆x)− F (x) = P ({ω |x < X(ω) ≤ x+∆x})

すなわち，f(x)∆xは，確率変数Xが [x, x+∆x]に含まれるような事象が生じる確率で
ある。厳密には，区間は (x, x +∆x]であるが，確率密度関数を考えるときは，1点にお
ける確率は 0であるから，区間の端点が含まれるかどうかに関しては無視してよい。
次の性質が成立する。

f(x) ≥ 0∫ ∞

0
f(x)dx = F (∞)− F (0) = 1

関数 g(x)の期待値

E[g(X)] =
∫ ∞

0
g(x)f(x)dx

平均
E[X] =

∫ ∞

0
xf(x)dx

分散
V ar[X] =

∫ ∞

0
(x− E[X])2f(x)dx

ラプラス変換 (Laplace 変換)

L(s) =
∫ ∞

0
e−sxf(x)dx = E[e−sX ]
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X(n) = E[Xn] = lim
s→0

(−1)n
dn

dsn
F (s)

X3 = X1 +X2のとき，次式が成立する。
(f1，f2，f3：確率変数X1，X2，X3の確率密度関数)

f3(x3) =
∫ ∞

0
f1(x1)f2(x3 − x1)dx

L3(s) = L1(s)L2(s)

1.3 条件付き確率

A, B：事象 (Ωの部分集合)

P (A,B)：同時確率：事象AとBが同時に生じる確率

P (A,B) = P ({ω |ω ∈ A, ω ∈ B})

P (A |B)：条件付き確率：事象Bが生じるという仮定のもとで，事象Aが生じる確率。

P (A |B) =
P (A,B)

P (B)
=

P ({ω |ω ∈ A, ω ∈ B})
P ({ω |ω ∈ B})

2 ポアソン分布
• ∆tの間にものごとが生じる確率が λ∆t

• ポアソン分布の確率変数K：
　K = kは，時間 tの間にそのものごとが k回生じることを表す。

• メッセージの到着の分布などに使われる。

tを n個に分割する。

• nが十分大きければ，分割された時間内に 2回生じる影響は無視できる。

• t/nの間に 1回生じる確率は，λt/n

• tの間に k回生じる確率：

nCk

(
λt

n

)k (
1− λt

n

)n−k

n → ∞とすれば，

P (k) = P ({ω |K(ω) = k}) = (λt)ke−λt

k!

となる。

E[K] = λt (1)

V ar[K] = λt (2)

E[K2] = (λt)2 + λt (3)

4



ポアソン分布の z変換は次のようになる。

P (z) = e−λt(1−z)

2.1 ポアソン到着

例：時間 tの間にメッセージが k個到着する確率。

• 独立性

• 定常性

• 微小時間内の希少性

⇒ ポアソン分布になる。

2.1.1 合流

合流：メッセージの発生源が 2つあり，1箇所に集まる。
両者のメッセージの到着は，ポアソン分布に従う。それぞれの発生する数を，確率変
数をX1にX2で表す。
合流して到着するメッセージの数は，

K3 = K1 +K2

となる。
z変換で考えると，

P3(z) = P1(z)P2(z) = e−λ1t(1−z)e−λ2t(1−z) = e−(λ1+λ2)t(1−z)

となる。従って，λ1 + λ2のポアソン分布になる。

2.1.2 分流

分流：メッセージの発生源は 1つで，それを 2カ所で受け付ける。
確率 ϵと 1− ϵでランダムに 2つに分ける。
P [K1 = k1, K2 = k2 |K1 +K2 = k]で，K1 +K2 = kという条件の元で，K1 = k1かつ

K2 = k2となる確率を表すものとする。

P [K1 = k1, K2 = k2 |K1 +K2 = k]

= P ({ω |K1(ω) = k1, K2(ω) = k2} | {ω |K1(ω) +K2(ω) = k})

= kCk1ϵ
k1(1− ϵ)k2 =

k!

k1!k2!
ϵk1(1− ϵ)k2
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P [K1 = k1, K2 = k2] = P [K1 = k1, K2 = k2 |K1 +K2 = k]P [K1 +K2 = k]

=
k!

k1!k2!
ϵk1(1− ϵ)k2

(λt)ke−λt

k!

= 6
(ϵλt)k1e−ϵλt

k1!
· ((1− ϵ)λt)k2e−(1−ϵ)λt

k2!

平均 ϵλtと (1− ϵ)λtのポアソン分布の同時確率分布関数の積になっている。

3 指数分布
• 放射性物質の崩壊する時間の分布

• ジョブがサーバーを占有する時間 (保留時間)の分布

• 指数分布の確率変数 T：
　 T ≤ tで，時刻 tまでに事象が生じることを表す。

• µ：∆tの間に終了する確率が µ∆tで与えられる。

• H(t) = P ({ω |T (ω) ≤ t}) : 時刻 tまでには終了する確率

• 1−H(t) : 時刻 tまでに終了していない確率

• h(t) : 時刻 tで終了する確率密度関数

h(t) =
dH

dt

• 指数分布の微分方程式：

H(t+∆t)−H(t) = µ∆t(1−H(t))

• その解：

H(t) = 1− e−µt

h(t) = µe−µt

E(T ) = 1/µ

E(T 2) = 2(1/µ)2

V ar(T ) = (1/µ)2

指数分布のラプラス変換は次のようになる。

H(s) = µ/(s+ µ)
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3.1 まとめ

ポアソン分布：個数
指数分布：時間

3.2 時間間隔の分布

P [T > t] = 時間間隔が tより大となる確率

= ポアソン分布で，tまでに k = 0となる確率

=
(µt)0e−µt

0!
= e−µt

従って，
P [T ≤ t] = 1− P [T > t] = 1− e−µt

指数分布の累積分布関数になっている。
→ 時間間隔も指数分布

3.3 無記憶性

P [T < t+ t0 |T > t0] = P [T < t]

時刻 t0までに生じなかったという条件のもとで，時刻 t + t0までに生じる確率と，単
に時刻 tまでに生じる確率が等しい。
指数分布では，

P [T < t+ t0 |T > t0] = H(t+ t0 | t0)

=
H(t+ t0)−H(t0)

1−H(t0)
=

1− e−µ(t+t0) − (1− e−µt0)

1− (1− e−µt0)

=
e−µt0 − e−µ(t+t0)

e−µt0
= 1− e−µt = H(t) = P [T < t]

となり，無記憶性が成立する。

3.4 2相アーラン (Erlang) 分布

平均処理時間 1/µ1の処理の後，平均処理時間 1/µ2の処理行うときの，全体の時間の
分布

T = T1 + T2

ラプラス変換
H(s) = H1(s)H2(s) =

µ1µ1

(s+ µ1)(s+ µ2)
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となる。逆ラプラス変換すれば，

h(t) =

 − µ1µ2

µ1−µ2
(e−µ1t − e−µ2t) µ1 ̸= µ2

µ2
1te

−µ1t µ1 = µ2

3.5 超指数分布

Hyper exponential distribution

確率 ϵiで，平均処理時間 1/µiのサーバーにふり分けるときの，処理時間の分布。

h(t) =
n∑

i=1

ϵiµie
−µit

4 マルコフ過程
Ω：システムがとりうる状態の集合 (離散集合)

S(t)：時刻 tにおける状態を表す確率変数
P (S(t) = a)：tにおける状態が aである確率
時間的に一様 (stationary)：

• 確率的な構造が時間とともに変化しない。(ある状態から別の状態に遷移する確率)

• 個々の状態に存在する確率などは変化する。

マルコフ過程

• 次の状態の確率が現在の状態と現在の入力だけで決まる。

• 現在より過去の状態には，直接的には依存しない。

4.1 時間的に離散なマルコフ過程

Sk : k = 0, 1, 2, . . .における状態を表す確率変数
マルコフ過程

P [Sn+1 = an+1 |Sn = an, Sn−1 = an−1, . . . , S0 = a0] = P [Sn+1 = an+1 |Sn = an]

定常性は，この確率の値が nによらないこと。
状態も離散で，0, 1, 2, . . . , N と番号付けられている。そして，

Pij = P [Sn+1 = i |Sn = j]

と定義する。
いずれの状態 jにあっても，次にどこかの状態に移動するので，次式が成立する。

N∑
i=0

Pij = 1
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いま，状態 jのときに，mステップ後に状態 iになる確率を，P
(m)
ij とおけば，

P
(m)
ij =

N∑
k=0

P
(m−1)
ik Pkj =

N∑
k=0

PikP
(m−1)
kj

が成立する。チャップマン・コルモゴロフの方程式
行列で表記する。

P =


P00 · · · P0N

· · · · · · · · ·
PN0 · · · PnN


および，

P (n) =


P

(n)
00 · · · P

(n)
0N

· · · · · · · · ·
P

(n)
N0 · · · P

(n)
nN


とすれば，チャップマン・コルモゴロフの方程式より，

P (n) = P (n−1)P = (P )n

が成立する。
pi(n)：時刻 nにおいて，状態が iである確率

N∑
i=1

pi(n) = 1

p(n) =


p0(n)
...

pN(n)


p(n+ 1) = Pp(n)　　⇐状態方程式

が成立する

• 到達可能：状態 iから状態 jへ到達可能：有限回のステップで，状態 iから状態 jに
遷移する確率が 0でない。

• 既約：すべての状態間が到達可能

• 周期性：状態 iから状態 i遷移する (同じ状態に戻る)確率が 0でないステップ数が，
k (k > 1)の倍数のときだけの場合

• エルゴード性 (ergodic)：時間平均が平均 (アンサンブル平均，母集団平均)と等し
くなる。
有限マルコフ過程は，既約で非周期ならば，エルゴード性をもつ。
t → ∞で定常状態に収束する

lim
n→∞

p(n) = p∗

となる。
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p∗：定常状態確率
p(n+ 1) = Pp(n)で n → ∞とすれば，

p∗ = Pp∗

が成立する。定常状態方程式と呼ばれる。

4.2 連続時間型マルコフ過程

S(t) : 時刻 tにおける状態の確率変数
任意の時間分割

tn+1 > tn > · · · > t0

に対して，

P [S(tn+1) = an+1 |S(tn) = an, . . . , S(t0) = a0] = P [S(tn+1) = an+1 |S(tn) = an]

が成立する。
Pij(τ)：状態 jから時間 τ だけ経過したときに，状態 jに遷移している確率。

Pij(τ) = P [S(t+ τ) = i |S(t) = j]

チャップマン・コロモゴロフ方程式 (時間 tを 2つに区分)

Pij(t) =
N∑
k=1

Pik(∆τ)Pkj(t−∆τ) 前進方程式

Pij(t) =
N∑
k=1

Pik(t−∆τ)Pkj(∆τ) 後退方程式

pi(t)：tにおいて状態 iである確率

pi(t) =
N∑
j=0

Pij(t)pj(0) =
N∑
j=0

N∑
k=0

Pik(∆τ)Pkj(t−∆τ)pj(0)

=
N∑
k=0

Pik(∆τ)pk(t−∆τ)

が成立する。従って，

pi(t)− pi(t−∆τ)

∆τ
=

N∑
k=0

(Pik(∆τ)− δik)pk(t−∆τ)

となる。

qik =

{
lim∆τ→0

Pik(∆τ)
∆τ

k ̸= i

lim∆τ→0
Pii(∆τ)−1

∆τ
k = i

とおけば，次式が成立する。
dpi(t)

dt
=

N∑
k=0

qikpk(t)
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qij：微小変化率
t → ∞に対して，定常状態確率 p∗j は，

dp∗i (t)

dt
= 0

より，
N∑
k=0

qikp
∗
k(t) = 0

を解けば求められる。ただし，p∗k(t)は確率であるので，

N∑
k=0

p∗k(t) = 1

を満たさなくてはいけない。

5 待ち行列モデル
ケンドル表記

到着の確率分布 / 処理の確率分布 / サーバーの数 / システムの容量

分布：
　　　M : ポアソン分布 or 指数分布
　　　Ek：アーラン分布
　　　Hb：超指数分布
　　　D：一定分布 (到着間隔，処理時間が固定されている)

　　　G：一般の分布
システムの容量：システムに格納できる最大のジョブ数 (サーバー＋待ち行列)

例：M/M/1/K

まず，K = ∞のときを考える。
S(t) : 時刻 tにおける待ち行列とサーバで処理中のジョブの数
S(t) = 0：サーバにも待ち行列にもジョブがない。
S(t) = 1：サーバで 1つのジョブが処理中で，待ち行列にはジョブがない。
S(t) ≥ 2：サーバで 1つのジョブが処理中で，待ち行列には s(t)− 1のジョブが待機中。
λ：ジョブの到着率
µ：ジョブの終了率
tから t+∆τ への変化を考える。
時間が短いため，2つ以上の変化が生じることは無視できる (∆τ の 2次以上のオーダ
になる)。
S(t) ≥ 1のとき

　　　

状態変化 確率
S(t+∆τ) = S(t) + 1 λ∆τ 　 : ジョブが到着
S(t+∆τ) = S(t)− 1 µ∆τ 　: ジョブが終了
S(t+∆τ) = S(t) 1− λ∆τ − µ∆τ 　: ジョブが到着も終了もしない
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S(t) = 0のとき，(この場合はジョブの終了はない)

　　　
状態変化 確率
S(t+∆τ) = S(t) + 1 λ∆τ : ジョブが到着
S(t+∆τ) = S(t) 1− λ∆τ : ジョブが到着しない

となる。

P (∆τ) =


1− λ∆τ µ∆τ 0 0 . . .

λ∆τ 1− λ∆τ − µ∆τ µ∆τ 0
. . .

0 λ∆τ 1− λ∆τ − µ∆τ µ∆τ
. . .

0
. . . . . . . . . . . .


となる。∆τ → 0として，微分方程式を立てると，

dp0(t)

dt
= −λp0(t) + µp1(t)

dpn(t)

dt
= λpn−1(t)− (λ+ µ)pn(t) + µpn+1(t) (n ≥ 2)

となる。t → ∞として，定常状態 p∗nを考える。定常状態では時間微分が 0になるから，

−λp∗0 + µp∗1 = 0

λp∗n−1 − (λ+ µ)p∗n + µp∗n+1 = 0 (n ≥ 2)
∞∑
n=0

p∗n = 1

が成立する必要がある。
上式から，

p∗1 −
λ

µ
p∗0 = 0

p∗n+1 −
λ

µ
p∗n = p∗n −

λ

µ
p∗n−1

となり，

p∗n+1 −
λ

µ
p∗n = 0

となる。

ρ =
λ

µ

とおけば，p∗n = ρnp∗0であり， ∞∑
n=0

ρnp∗0 = 1

より，ρ < 1のときに解を持ち，次の結果が得られる。

p∗n = (1− ρ)ρn
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注意：ρ = 1：到着と処理の頻度が同じ場合は定常解がない。

z変換

p(z) =
∑
n=0

p∗nz
n =

1− ρ

1− ρz

平均ジョブ数 (システム内のジョブ数)：

N =
∑
n=0

np∗n =
dp(z)

dz

∣∣∣∣∣
z=0

=
ρ

1− ρ

平均ジョブ待ち数：(到着したときに処理を待っている個数)

µW =
∑
n=1

(n− 1)p∗n =
∑
n=0

np∗n −
∑
n=1

p∗n = N − (1− p∗0) =
ρ2

1− ρ

平均システム遅延時間 D：到着から処理が終わるまでの時間

D =
1

µ

∑
n=1

(n+ 1)p∗n =
N + 1

µ
=

1

µ

ρ+ (1− ρ)

1− ρ
=

1

µ

1

1− ρ

リトルの公式

時間Dの間に到着したジョブ数 = 平均ジョブ数 (Dλ = N)

が成立する。従って，次式が成立する。

D =
N

λ
=

ρ

λ(1− ρ)
=

1

µ

1

1− ρ

注意：N/µではない。p∗0 = 1− ρより，

N

λ
=

N

µρ
=

N

µ(1− p∗0)

と書くことができる (システムにジョブが全くないときは処理をしていないため)。

5.1 待ち行列の長さが有限

M/M/1/K

待ち行列の長さK − 1

システムがいっぱいの時は，入力を受け付けない (入力を破棄する)。

p0(t+∆τ) = (1− λ∆τ)p0(t) + µ∆τp1(t)
...

pn(t+∆τ) = λ∆τpn−1(t) + (1− λ∆τ − µ∆τ)pn(t) + µ∆τpn+1(t) (K − 1 ≤ n ≤ 1)
...

pK(t+∆τ) = λ∆τpK−1(t) + (1− λ∆τ)pK(t)
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となる。定常状態では，

p∗n =
1− ρ

1− ρK+1
ρn

となる。
S(t) = Kのとき，入力が来ても棄却される。
p∗K は棄却率と等しい。
平均ジョブ数：

N =
K∑

n=0

np∗n =
ρ(1− ρK+1)− (K + 1)ρK+1(1− ρ)

(1− ρ)(1− ρK+1)

平均システム遅延：

D =
1

λ

N

(1− p∗K)

• λ(1− p∗K)が単位時間あたりに受付られるジョブ数
　 (リジェクトしたものは待ち時間の平均の計算に参入しない。)

5.2 サーバ数が複数で待ち行列の長さが有限

M/M/S/K

待ち行列の長さK − S

サーバは空いているところへ投入する。

p0(t+∆τ) = (1− λ∆τ)p0(t) + µ∆τp1(t)
...

pn(t+∆τ) = λ∆τpn−1(t) + (1− λ∆τ − nµ∆τ)pn(t) + (n+ 1)µ∆τpn+1(t) (1 ≤ n ≤ S − 1)
...

pn(t+∆τ) = λ∆τpn−1(t) + (1− λ∆τ − Sµ∆τ)pn(t) + Sµ∆τpn+1(t) (S ≤ n ≤ K − 1)
...

pK(t+∆τ) = λ∆τpK−1(t) + (1− Sλ∆τ)pK(t)

となる。
∆τ の間に同時に 2つ以上のジョブが終了することは無視
ただし，1つのジョブが終了する確率はジョブを処理しているサーバの数に比例する。

p∗1 − ρp∗0 = 0(
p∗n+1 −

ρ

n+ 1
p∗n

)
=

n

n+ 1

(
p∗n −

ρ

n
p∗n−1

)
1 ≤ n ≤ S − 1(

p∗n+1 −
ρ

S
p∗n

)
=

(
p∗n −

ρ

S
p∗n−1

)
S ≤ n ≤ K − 1

0 = p∗K − ρ

S
p∗K−1

K∑
n=0

p∗n = 1
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これを解くと，

p∗n =


ρn

n!
p∗0 (n ≤ S − 1)

ρS

S!

(
ρ
S

)n−S
p∗0 (S ≤ n ≤ K)

ここで，p∗0は和が 1になる条件から求まる。

p∗0 =

S−1∑
n=1

ρn

n!
+

ρS

S!

1−
(
ρ
S

)K+1−S

1−
(
ρ
S

)

−1

となる。

6 通信トラフィック理論
• 呼 (call)：通信トラフィック

• トラフィック量：呼の通信時間の総和

トラフィック密度 =
トラフィック量
観測時間

• 単位：erl (アーラン)

　 1 [erl]：1時間あたり 1本の通信回線を 1時間使用する。

• トラフィックの推定法 (の一つ)

λij = α
PiPj

Dij

Pi, Pj：人口Dij：都市 i, j間の距離

6.1 アーラン即時式モデル

M/M/S/S

• ポアソン到着

• 通信時間：指数分布

• 回線数：S

• 待ち行列：0

定常状態確率：M/M/S/Kで，K = Sとする。

p∗0 = (1− λ∆τ)p∗0 + µ∆τp∗1
...

p∗n = λ∆τp∗n−1 + (1− λ∆τ − nµ∆τ)p∗n + (n+ 1)µ∆τp∗n+1 (1 ≤ n ≤ S − 1)
...

p∗S = λ∆τp∗K−1 + (1− Sµ∆τ)p∗K
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解は次のようになる。

p∗0 =

[
S∑

n=1

ρn

n!

]−1

p∗n = p∗0
ρn

n!

損失確率：回線がすべて使用されていて通信できない確率 (「棄却率」と同じ)

アーランの損失式 (アーランのB式)

p∗S =
ρS

S!
∑S

i=1
ρn

n!

6.2 エッグセットの即時モデル

M/M/S/S (K)

• ポアソン到着

• 通信時間：指数分布

• 回線数：S

• 待ち行列：0

• 全ユーザ数がK

通話している人の数だけ，到着する確率が減少する。
λ0：単位人数あたりの平均到着数 (到着率= λ0× 通信していない人の数)

定常状態では，

p∗0 = µ∆τp∗1 + (1−Kλ0∆τ)p∗0
...

p∗n = (K − n+ 1)λ0∆τp∗n−1 + (1− (K − n)λ0∆τ + nµ∆τ)p∗n + (n+ 1)µ∆τp∗n+1 (1 ≤ n ≤ S − 1)
...

p∗K = (K − S + 1)λ0∆τp∗K−1 + (1− Sλ0∆τ)p∗K

となる。この式から，

(n+ 1)µp∗n+1 − λ0(K − n)p∗n = nµp∗n − λ0(K − (n− 1))p∗n−1

が成立する。従って，

p∗n = ρ
K − n+ 1

n
p∗n−1 = ρn

(K − n+ 1)(K − n) · · ·K
n(n− 1) · · · 1

p∗0 = ρnKCnp
∗
0

となり，

p∗0 =
1∑S

i=0 KCiρi

となる。従って，

p∗n =
ρn KCn∑S
i=0 KCiρi

となる。
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6.3 パケット交換のモデル

パケットの伝達にかかる時間
可変長 指数分布 M/M/1

固定長 一定分布 M/D/1

一般 確率密度関数 f(b) M/G/1

パケットの伝送時間を単位として，離散時間 nで考える。
　　 (単位時間に 1つのパケットの伝送が完了する)

　　離散時間といっても，等間隔とは限らない。
Sn：時刻 nにおいてシステム内に残っているパケット数
An+1：時刻 nから時刻 n+ 1までに到着したパケット数
次の関係が成立する。

Sn+1 =

{
An+1 (Sn = 0)

Sn − 1 + An+1 (Sn ≥ 1)

I(k) =

{
0 (k = 0)

1 (k ≥ 1)

とおけば，
Sn+1 = Sn − I(Sn) + An+1 (4)

となる。n → ∞において，S = limn→∞ Snの平均値を求める。

E[S] = E[S]− E[I(S)] + E[A] (5)

となる。また，

E[I(S)] = (0 · P [S = 0]) + (1 · P [S ≥ 1]) = P [S ≥ 1]

となる。
ρ = P [S ≥ 1]とおく。
式 (5)より，E[A] = E[I(S)] = ρとなる。
式 (4)の両辺を 2乗して，

S2
n+1 = S2

n + I(Sn)
2 + A2

n+1 − 2SnI(Sn)− 2An+1I(Sn) + 2An+1Sn

を得る。これを平均して n → ∞とする。

E[S2] = E[S2] + E[I(S)2] + E[A2]− 2E[SI(S)]− 2E[AI(S)] + 2E[AS]

となる。I(S)の定義から，E[I(S)2] = E[I(S)]，E[SI(S)] = E[S]となる。SとAは独立
と仮定しているので，E[AI(S)] = E[I(S)]E[A]と，E[AS] = E[A]E[S]が成立する。
従って，

E[S] =
ρ− 2ρ2 + E[A2]

2(1− ρ)

となる。
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• 到着するパケット数の平均値を表す確率変数Aを，λBのポアソン分布の確率変数
とする (Bはパケットの伝送時間を表す確率変数)。

• Bを固定すれば，Aは単なるポアソン分布として見なされる。

E[A |B = b] = λb

• 確率変数Bの確率密度関数を f(b)とする。

E[A] = λE[B]

• ポアソン分布の式 (2)より

E[A2 |B] = (λB)2 + (λB)

となるので (EBは，確率変数Bに関する期待値)，

E[A2] = EB[E[A2 |B]] = λ2EB[B
2] + λEB[B] = λ2EB[B

2] + ρ

となる。

• 処理時間の変動を表すCbを，

λ2E[B2] = ρ2(1 + C2
b )

で定義する。

• システムに残っている平均パケット数に関して，次のポラチェック・ヒンチンの式
が成立する。

E[S] = ρ+ ρ2
1 + C2

b

2(1− ρ)

• リトルの公式と ρ = E[A] = λE[B]より，平均処理時間は次式のようになる。

D =
E[S]

λ
= E[B]

{
1 + ρ

1 + C2
b

2(1− ρ)

}
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