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工業力学第二 演習問題集 

 

＜期末試験に関する重要な連絡＞ 

 期末試験では，教科書やノート類を持ち込むことが禁止されます． 

 試験は厳格に行われ，不正行為が発覚した場合は大学規定に従い対応されます． 

 期末試験では，この演習問題集の問題と類似の問題を出します． 

 

＜講義の進め方と学習の仕方＞ 

 この問題集は講義内容に対応しています．講義内容と問題の対応表を以下に示します． 

 敢えて解答は配布しません．ほとんどの問題を講義中にとりあげて説明します．ノートをと

って下さい．講義内容を理解すれば全て容易に解答できる問題です． 

 説明を聞かないと理解に何倍も時間を要します．遅刻や欠席は大きな不利益になります．出

席して講義を聴く事が重要です．講義中に内容を理解するよう心がけ，遠慮なく高橋や TA

のみなさんに質問して下さい． 

 やむをえない事情で遅刻や欠席をした時は，友人にノートを見せてもらって，この問題集を

解く事である程度自習できます．しかし，講義に出席しその場で理解する方が遥かに短時間

で深い理解を得られる事を認識して下さい． 

 講義中の質問に躊躇する必要はありません．あなたが感じたのと全く同じ疑問を，数人～十

数人の友人が感じているハズです．あなたの質問は友人にとっても役立ちます． 

 

＜お願い＞ 

 誤り，ミスプリントやミスタイプ等を見つけた場合は高橋まで知らせて下さい．最初に知ら

せてくれた学生には成績加点のボーナスがあります． 

 誤解しやすい表現やより良い説明方法等，改善点を指摘してくれた学生には，内容に応じて

成績加点のボーナスを進呈する場合があります． 

 成績優秀者の方々には，数年後（大学院在学中に）TA をお願いします（給料が出ます．東工

大と正式な雇用関係を結ぶので履歴書に書けます．）． 

by 高橋邦夫 

 

 

 
 

工業力学第二で学ぶ内容      …演習問題との対応 講義の 

          進度の 

１． 運動座標系からみた質点の運動とその方程式      目安 

(ア) 並進運動座標系        0% 

(イ) 回転運動座標系      …問 1,2（導出）  

例題：メリーゴーランドからみた運動    …問 3   

例題：地表からみた運動     …問 4   

例題：自由落下による無重力実験（遠心力とコリオリ力）   …問 5   

例題：フーコー振り子      …問 6   

(ウ) 一般の（並進と回転）運動座標系     …問 7（導出）  

２． 剛体の回転運動とその方程式 

(ア) 決まった回転軸のまわりの回転運動（スカラー）の方程式（2 次元） 

① トルク，慣性モーメント，角運動量，角運動エネルギーの定義    50% 

(イ) 任意の回転軸のまわりの回転運動（ベクトル＆テンソル）の方程式（3 次元）    

① トルク，慣性テンソル，慣性乗積，角運動量，角運動エネルギーの定義 …問 8（導出）  

例題：慣性テンソル（慣性モーメント，慣性乗積）の計算   …問 9 

② 対角化と主軸，主慣性モーメント    …問 10   

例題：滑車       …問 11 

例題：斜面を転がり落ちる剛体     …問 12 

例題：ジャイロ自転車      …問 13 

３． 運動座標系からみた剛体の回転運動とその方程式       

(ア) 角運動エネルギーの表記が座標系によらない点   …問 14（導出）  

例題：コマの歳差運動      …問 15  100% 
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1. 絶対座標系（O- xyz 座標系）で記述（観測）される運動方程式 rf m がある．これを図 1

のように共通の原点を持つ運動座標系（O- 座標系）から観測した量で記述したい．以下

の手順に従って運動座標系における運動方程式を導出せよ． 

但し，どちらの座標系も直交座標系とする．絶対座標系で表した位置 r に対して運動座標系で

表した位置は rで表す．教科書では relr や relr と表しているが本講義では relr （上付き）は用い

ず， relr （下付き）のみ用いる．さらに，誤解の尐ない表現として )( relrr  を用いる（下記の

補足 1 を参照のこと．）．必要な時は読み替えて欲しい．位置以外の量も同様に「」（プライム．

古い先生はダッシュと呼ぶことも多い．）を用いて表すこととする．回転の座標変換テンソル

は R とし， rRr  ，つまり， rRr
T とする．また，r の時間に関する 1 階微分は r，2 階

微分は r と表すこととする． 

特に，rは「 rの時間に関する 1 階微分」を意味する事とし，「運動座標系で表した r」を意

味しない．「運動座標系で表した r」は rR T
で表す．（下記の補足 1 および 2 を参照のこと．）

本講義では，特に断らない限り，絶対座標系のベクトルを太い小文字を用い， 
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























r と表す．この成分は，

各々， ：グザイ，：イータ， ：ツェータと発音する． 

テンソルは太い大文字を用いて， A や R ，などと表すが，頭の中では常に， 



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A や
























zzz

yyy

xxx

RRR

RRR

RRR

R ，などと認識して欲しい．習慣上，角運動量

ベクトルのように大文字の太字でベクトルを表す場合もあるが，そのような場合は特に断っ

て使用することにする．ベクトルはテンソルの一種なので，ベクトルの内積 ba  はテンソル

の積を用いて baba
T と書ける． 

 

 
図 1 絶対座標系（O- xyz 座標系）と共通の原点を持つ運動座標系（O- 座標系） 

 

(1) 上記の記述では
1T  RR が成り立つことを前提としている．R が，任意の２つのベクト

ルの大きさと相対角度を維持する座標変換（つまり， R が大きさを変えず，回転で方向

のみ変える変換）テンソルである時，R の逆テンソル（
1R ）が R の転置テンソル（

TR ）

に等しいこと（すなわち，
1T  RR が成り立つこと）を示せ（一般のテンソルは大きさ

や相対角度を変えるので，それらの場合はこの関係は成り立たない．相対角度と大きさ

を保存する変換でしかこの関係は成り立たないことに注意せよ．）．O- xyz 座標系と

O- 座標系の間の座標変換は，純粋な回転変換なので，大きさと相対角度を保存する． 
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(2) xyz 座標系で記述された運動方程式 

rf m         (1-1) 

の両辺に左から TR を作用させると， 

rRfR TT m より 

rRf Tm        (1-2) 

が求められる．式(1-2)左辺は運動座標系で記述した力である．式(1-2)右辺の rR T
を r（運

動座標系で記述した位置）およびその時間微分で表せば，運動座標系で記述した運動方

程式が得られる． rR T に先立って，先ず， rR T から求めよう． 

rRr  の両辺を時間で微分して， 

rRrRR

rRrRr
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T   
      (1-3) 

が得られる．今，式(1-3)に現れた
TRR は反対称テンソルである事を示せ． 

 

(3) あるテンソル sym-antiA が反対称テンソルであるとき，任意のベクトル r に対し，

rωrA  A-symanti となるベクトル Aω が存在する事を示せ． 

 

(4) 運動座標系で記述した運動方程式の導出に戻って，上問の結果を用いると， 

rωrRR T となるωが R に対して定義できるので，式(1-3)はさらに変形できて 

rRrω

rRrRRr
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T

 

となる．（ここで現れたωは，「絶対座標系から見た運動座標系の角速度ベクトル」であ

るのだが，これは次の問題で証明することにしよう．）さらに， IRR T
，および

      rωrRωRrωR  TTT
（なぜなら，ωと r の外積を

T
R で座標変換したもの

は，あらかじめ
T

R で座標変換したωと r の外積に等しいはずだから．）なので，上式は

もうすこし変形できて， 
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      (1-4) 

が得られる．これから rR T
が得られる．この式の両辺をもう一度時間に関して微分する

と， 
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
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d

dt

d
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   (1-5) 

となる．ここで，任意のベクトルa に対して，   aωaωRaRR  TT  が成り立つこ

とを示せ．ただし， rRr  等と同様に， ωRω  とする． 

 

(5) 運動座標系で記述した運動方程式の導出に戻って，前問の結果を用いると，式(1-5)は 
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     
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と変形できる．この式の第２項の微分を続けて， 
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となる．これから rR T
が得られる．この式を式(1-2)に代入すると 

      rrωrωrωω
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と変形できて，運動座標系で記述した運動方程式は 

      rrωrωrωωf   mmmm 2    (1-5) 

であることがわかる（補足３参照）．先述の運動方程式(1-1) 

rf m  

と比較すると，式(1-5)の左辺には外力による項以外に，３つの項が含まれる． 

左辺第 4 項は座標系の角「加」速度による項であるので，座標系が一定速度で回転して

いる時，ゼロとなる．左辺第 2 項は座標系の回転に起因する遠心力である．左辺第 3 項

は何とよばれているか？ 

 

(6) 図 1 の x 軸と 軸のなす角を  x ， x 軸と軸のなす角を  x ，他の軸のなす角も同様に

表すとする．座標変換テンソル R の成分は，これら９個の角度  x ～  z を用いて表すこ

ともできる．実際に表わしてみよ． 

回転の座標変換は，２つの角度（変数）で定義できる（次の問題参照のこと．）ので，こ

れら９つの角度には７つの関係式が存在する．あまり使わないかも知れないが，知識と

して知っておこう． 

 

 

補足 1： 

教科書では rel

rel
rr  であるが， rel

rel
rr   である事に注意せよ．教科書では 

relr と relr を明確に使い分けている．しかし， 

 

(1) 「
rel
」（上付の rel）と「 rel 」（下付の rel）の両方を同時に使うと，全く同じ意

味の式も様々な書き方が出来てしまうので混乱する．（例えば，導出した結果

を正答と比較する時，正解か否か判別し難くなる．等々…） 

(2) 「
rel
」（上付の rel）を用いて表した物理量は測れない量である事が多く，それ

を用いて式を表しても意味の無い事が多い．（例えば，
rel

r や
relω は絶対座標

系で測った位置や角度を微分して得た速度や角速度を，さらに座標変換し運

動座標系で表したものである．絶対座標系の原点がどこにあるかわからない

（太陽？銀河系の中心？）地表では，
rel

r や
relω を計算する方法が無い．よっ

て，
rel

r や
relω を使って運動方程式を記述しても，我々はそれを計算する方法

が無い． relr や relω で運動方程式が記述されていれば，これらは地表等の運動

座標系で測った値を微分して得られる量なので，意味が有る．） 
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(3)  教科書の全ての式は「 rel 」（下付の rel）のみを用いた量で表せる． 

(4) 「 rel 」（上付の rel）と「 rel 」（下付の rel）は物理的な意味が著しく異なるのに，

見た目が似ているため，混乱しやすい．（書き間違い易く．誤解もし易い．） 

 

と言う理由から，高橋の講義では，敢えて， 

 

(a) rel を一切用いず，「 rel? 」に相当する表現を「?」に統一して表す． 

(b) 「
rel
」（上付の rel）に相当する表現を，一切，使わない．  

 

ことにする．いくつかの例について，下記に示したので，参考にし，必要に応じ

て読み替えて欲しい．「高橋の講義で出てくる式は?を rel? に置き換えることで，

教科書に記載されている式と同じものになる．」ので安心して欲しい． 

 

 教科書 定義（物理的意味） 高橋の講義 備考  

 relr  rRT
 r     

 relr  rRT
 r     

 rel
r  












rR

t

T
 rR T

   

 relr   rR
T

t


 r    

 

補足 2： 

ここで注意すべき点は，「微分した量をさらに座標変換した量」が，必ずしも，「座

標変換した量を微分した量」とは限らない事にある（当たり前の事なのだが…）．

例えば，微分した位置（速度）を座標変換した量（運動座標系で表した速度）は 

rRrR TT 












t
     (1) 

であるが，座標変換した位置（運動座標系で表した位置）を時間で微分した量は 

  rRrRrRrRrR TTTTT 











































tttt
 (2) 

である．式(1)と式(2)には，式(2)第一項の分だけの差が有ることが分かる．  

 

参考までに，微分と転置に関しては順序交換して良いことが容易に証明できる． 

 
T

T

















RR

tt
     (3)  

 

 

注意点： 

微分と転置は順序交換できるが，微分と座標変換の順序交換はできない． 

（微分と座標変換の混在する式では，作用順序のわかる表記が必要である．） 

 

 

補足３ 

運動座標系から観測した運動方程式 

      rrωrωrωωf   mmmm 2     ① 

が導出できた．これを教科書の表現方法で表すと， 
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       relrelrelrelrelrelrelrel 2 rrωrωrωωf  mmmm   ② 

となる．しかるに，教科書の式(4.76)には 

      rel

relrelrelrelrelrel

rel 2 rωrωωrωr   mmmFm  (T4.76) 

と表されている．
relω の定義は絶対座標系で測った角度を微分して得た速度や角速

度を，さらに座標変換し運動座標系で表したものである．絶対座標系の原点がど

こにあるかわからない（太陽？銀河系の中心？）地表では， 
relω を計算する方法

が無い．したがって，この形で方程式を表しても何も計算できないので意味が無

い． 

そこで，教科書の式を意味のある形に変形しよう． 

定義より rel

rel
rr  ， rel

rel
ωω  なので， 

      relrelrelrelrelrel

rel

rel 2 rωrωωrωr   mmmFm  (T4.76)’ 

と表す事ができる．しかし，
relω が残ってしまった．式②のようにはならない．．．

先述のように，定義より， 













 ωRω

t

Trel ，  ωRω
T

rel
t


  

なので，両者は等しいとは言えない（？）．あれれ…？と疑問を持つみなさんは，

非常にセンスが良い．一般に rel

rel
rr   であるが，ωの場合だけ特別に， rel

rel
ωω  

が成り立つのである（このため rel を使った表現（「
rel
」や「 rel 」）は混乱しやすい

のだが…）．念のため証明しておこう．  

 

 

 

0

ωω

ωRR

ωωRωRR

ωRωRR

ωRωR

ωω








































































T

T

TT

TT

rel

rel

)(

)(

tt

tt

tt

 

証明終わり．従って，式(T4.76)は 

      relrelrelrelrelrelrelrel 2 rωrωωrωr   mmmFm  (T4.76)’’ 

と書くことができ，やっと，意味のある方程式になった．これは式②と全く同じ

式である．式(T4.76)や式(T4.76)’の形のままでは，意味の無い式のまま解った気に

なってしまう危険性もある．これらを考慮して，高橋の講義では，上記補足１(1)

～(4)の点を考慮して，上記補足１(a)および(b)の表現を用いることにしているので

ある．この重要性を理解してもらえたであろうか？ 

 

 

 

2. 図 2 に示すような絶対座標系（O- xyz 座標系）と運動座標系（O- 座標系）がある． 軸

は z 軸から   2/ (rad)だけずれており，z 軸は 面上にある． 面と x 軸のなす角は

である． と  は時間の関数とする． 
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図 2 絶対座標系と共通の原点を持つ一般の回転運動座標系 

 

(1) 座標変換テンソルを R とし， rRr  の関係がある． R の成分を と の式で表せ． 

(2) rωrRR T を満たすベクトルωは，































cos

sin

ω であることを示せ． 

(3) z 方向の単位ベクトルが ze とし，方向の単位ベクトルが e とするとき，前問のωを ze

と e の線形結合で表せ．（ ze と e の係数が，各々の軸の周りの回転の各速度である．こ

れを知っておれば，いちいち R の成分からωを計算する必要は無くなる．） 

(4) 前問のωに対して， ωRω
T とすると， rωrRR T

が成り立つ事を示せ． 

 

 

3. 図 3 に示すような絶対座標系（O- xyz 座標系）と運動座標系（O- 座標系）がある． 軸

は常に z 軸と等しく， 軸は x 軸方向から y 軸方向に向かって一定の角速度で運動してい

る．すなわち，時間を t として 軸と x 軸のなす角は t である．絶対座標から観測される運

動方程式 rf m を運動座標から観察すると 

      rrωrωrωωf   mmmm 2  

とあらわせる．以下の問いに答えよ． 

 
図 3 絶対座標系（O- xyz 座標系）と運動座標系（O- 座標系） 

 

(1) 座標変換テンソルを R とし， rRr  の関係があるとする． R の成分を t の式で表せ． 

(2) 
TRR の成分を表せ． 

(3) rωrRR T を満たすベクトルωをの式で表せ． 

(4) 任意の r に対して，       rωrRωRrωR  TTT
を示せ． 
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(5)   RR  
TT

を示せ．ここで，    
T

TTT












 RR

t
 としている． 

(6) 任意の r に対して， rR T を  ,, ，およびの式で表せ． 

(7) 運動座標から観察される運動方程式を外力 f ，質量m ，  ,, ，およびの式で表せ． 

 

 

4. 図 4 に示すような絶対座標系（O- xyz 座標系）と運動座標系（O- 座標系）がある． 軸

は z 軸から   2/ (rad)だけずれており， z 軸は 面上にある． 面は z 軸まわりに角

速度で回転運動している．絶対座標から観測される運動方程式 rf m を運動座標から観察

すると       rrωrωrωωf   mmmm 2 とあらわせる．ここで，絶対座標系

から観察される位置 r に対して運動座標系から観察される位置は rで表し，他の物理量も同

様に運動座標系から観察した場合は「」を付けて表わしている．以下の問いに答えよ． 

 
図 4 絶対座標系（O- xyz 座標系）と運動座標系（O- 座標系） 

 

(1) 座標変換テンソルを R とし， rRr  の関係があるとする．R の成分を t と の式で表

せ． 

(2) 
TRR の成分を表せ． 

(3) rωrRR T を満たすベクトルωをの式で表せ． 

(4) 任意の r に対して，       rωrRωRrωR  TTT
を示せ． 

(5)   RR 











T

T

t
を示せ． 

(6) 任意の r に対して， rR T
を  ,, ，およびの式で表せ． 

(7) 運動座標から観察される運動方程式を外力 f ，質量m ，  ,, ，およびの式で表せ． 

 

5. 炭鉱を利用した無重力実験施設の設計をしたい．図 5 に示す O- xyz 座標系と O- 座標系

を利用する．絶対座標系で表した位置 r に対し，運動座標系で表した位置を rで表す．他の

量も同様に「」を用いて表すこととする．炭鉱は北緯 (rad)の地点にあるとする．炭鉱の穴

の深さDは地球の半径 ER に比べ無視できるほど小さい（ ERD  ）ため，穴の中では重力加

速度は一定値 g とみなせるとする．地球の自転の角速度はで一定とし，時間は t で表すこと

とする．落下させる実験設備は質点とみなせ，空気の摩擦は無視できるとする．以下の問に

答えよ． 
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図 5 絶対座標系（O- xyz 座標系）と運動座標系（O- 座標系） 

 

(1) 座標変換テンソルを R とし， rRr  の関係があるとする． R の成分を t の式で表せ． 

(2) 運動座標系における運動方程式は       rrωrωrωωf   mmmm 2 で

表せる．この問題の場合は，左辺第 1 項から順に重力，遠心力，コリオリ力，角加速度

による力である．これらのうち大きさがゼロとなるものはどれか？理由も説明すること． 

(3) 遠心力によって落下物は東西南北のうちどちらの方向にずれるか？（ずれない場合は「ず

れない」と回答せよ．）理由も説明すること． 

(4) コリオリ力によって落下物は東西南北のうちどちらの方向にずれるか？（ずれない場合

は「ずれない」と回答せよ．）理由も説明すること． 

(5) 角加速度による力によって落下物は東西南北のうちどちらの方向にずれるか？（ずれな

い場合は「ずれない」と回答せよ．）理由も説明すること． 

 

 

6. 以下はフーコー振り子（Foucault’s Pendulum）に対する微分方程式を求める手順である．各

問に答えよ．図 6-1 の球を半径R の地球とみなし z 軸を自転軸とする．地球の自転の角速度

はである．振り子の運動を地表（すなわち球の表面）で観測する．観測点の北緯は (rad)

である．図の様に運動座標系 O- をとる．図 6-2 のように 軸と軸を含む面に 軸と垂

直なd 軸をとり，振り子は 軸とd 軸を含む破線の面内で振れるとする．その時， 軸とd 軸

の角度を とする．その破線の面を面に垂直な方向から見て書いたのが図 6-3 である．O は

地球の中心で R の位置が地表である．質量m の重りが長さ L の糸で点 P よりぶら下げら

れている．糸に加わる張力をT とする．重りや糸に対する空気抵抗は無視する． RL  であ

るので重力加速度は g で一定とみなせるとする． 

質点の位置を r で表すと，運動座標系から見た質点の運動方程式は 

      rrωrωrωωf   mmmm 2  

で表せることを使って以下の問いに答えよ． 
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図 6-1 運動座標系の取り方  図 6-2 振子の振れる面  図 6-3 質点の運動 

 

(1) 重りに加わる力 f の 方向成分を求めよ（本文中の記号を用いて表せ．）． 

(2) 重りに加わる力 f のd 方向成分を求めよ（本文中の記号を用いて表せ．）． 

(3) 前問の結果より，重りに加わる力 f の 方向成分と方向成分を求めよ（本文中の記号

を用いて表せ．）． 

(4) f は(1)～(3)の問より得られた．運動座標系から見た質点の運動方程式はにおける ωを

本文中の記号を用いて表せ． 

(5) 

























r とすると，  cossinL である．同様にと も求めよ（本文中の記号を用

いて表せ．）． 

(6)  に前問の答えを代入し，それを時間に関して微分し， rを求めよ．その際，どの記

号が時間と伴に変化する変数であるか注意する事． 

(7) 前問の答えをさらにもう一度時間に関して微分し， r を求めよ． 

(8) 運動方程式       rrωrωrωωf   mmmm 2 はベクトルに対する微分

方程式なので 3 つの成分を持つ．前問までの結果をこの運動方程式に代入すると，3 つの

微分方程式が得られる．この 3 つの微分方程式を書け． 

(9) 前問で導いた 3 つの微分方程式には時間の関数となる 3 つの変数が含まれる．その 3 変

数を書け． 

 

注意：3 変数に対して 3 方程式がある．もし，これらの方程式を連立して解くことができれば，

振り子の運動を知ることができるであろう．但し，方程式は微分方程式となるので諸君らは

未だ解くことができない．２年次になる頃より微分方程式の解法を習うのでしっかり勉強す

ること．現在習っている数学はその基礎となるので，やはりしっかりと勉強しておくこと． 

フーコー振り子の方程式の解についての教科書における説明は，頁数が限られているせいか，

不十分なものが多い．疑問を持ったり深く理解したい学生には「解説：フーコー振り子の考

察」「解説：力学でよく使う微分方程式」などの資料を用意しているので高橋に問い合わせる

こと． 

 

 

7. 絶対座標系（O- xyz 座標系）で記述（観測）される運動方程式 rf m がある．これより，図

7 のように異なる原点を持つ運動座標系（O’- 座標系）で記述（観察）される運動方程式

を導出せよ．但し，どちらの座標系も直交座標系とする．絶対座標系で表した位置ベクトル r

に対して運動座標系で表した位置ベクトルは rで表す．運動座標系の運動は併進運動 0r と回
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転運動の和で表せる．回転運動を表す座標変換テンソルは R とし， 0rrRr  と表せるとす

る．（疑問を持ったり深く理解したい学生には「解説：回転併進系のＥＭ」を用意しているの

で高橋に問い合わせること．） 

 
図 7 絶対座標系（O- xyz 座標系）と異なる原点を持つ運動座標系（O’- 座標系） 

 

 

8. 以下の各問に答えながら，剛体の回転運動に対する運動方程式を導出せよ． 

 

  
図 8-1 回転軸の周りに回転する剛体 

 

(1) 図 8-1 の様に剛体が原点 O を通る軸の周りに角速度で回転している．その角速度ベク

トルをωとする．位置ベクトル r で示される位置にある質量 dm の微小体積に働く力を

fd とする．微小体積の速度 v は rωrv   である． rωv  となる理由を説明せよ． 

(2) 微小物体の運動方程式は 

  dmdmd rrf   )(      (8-1) 

この式の両辺の左から r を外積として作用させると 

dmd rrfr   

となる．この式を剛体全体にわたって足し合わせると，体積積分をとることになり， 

 
VV

dmd rrfr       (8-2) 

となる，但し，ここで  を剛体の密度とすると，   dxdydzdm
V

 と表すこともでき

る．式(8-2)の左辺は何と呼ばれる物理量か答えよ． 

(3) 式(8-2)の右辺の中に現れる rr  について変形すると， 0 rr  (ゼロベクトル)より， 
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    rωrrrrrrrrr 
dt

d

dt

d
  

となる．ここで，一般に，任意のベクトル r およびa に対し， 

   rararrar 
2

     (8-3) 

が成り立つことを示せ．図 8-2 を利用して良い． 

 
図 8-2 各ベクトルとそれらの外積 

 

(4) 式(8-2)の右辺の中に現れる rr  について前問の結果を利用してさらに変形すると， 

       rωrωrrωrrrrrrrrr 
2

dt

d

dt

d

dt

d
  

となる．式(8-2)にこの式を代入して変形すると 

  

  







V

VVV

dm
dt

d

dm
dt

d
dmd

rωrωr

rωrωrrrfr

2

2

            



 

ここで，    Iωrωrωr 
V

dm
2

とおけることを示し，I はなんという物理量か答えよ． 

(5) ωIL  と定義する． L （ベクトル量）はなんと呼ばれる物理量か？ 

























zyzzx

yzyxy

zxxyx

III

III

III

I とおいたとき， 

また I の各成分は何と呼ばれるか？ 

(6) 回転運動に対する運動方程式を完成させると， LN  となることを示せ．但し，N はト

ルク， L は角運動量であり，どちらもベクトル量である． 

(7) 回転運動に対する運動エネルギーは 

  dmdmdE
22

2

1

2

1
vv   

と表せるので，これを回転体全体にわたって足し合わせると， 

 
VVV

dmdmdEE
22

2

1

2

1
rωv     (8-4) 

となる．回転運動の運動エネルギーすなわち式(8-4)の右辺が 

  LωIωω 
2

1

2

1
E       (8-5a) 

  LωIωω
TT

2

1

2

1
           (8-5b) 

に等しいことを示せ． 

(8) 運動がある面内に限られる時の回転運動に対する運動方程式（2 次元の回転運動に対する

運動方程式）は，   IILN  と表せる事を説明せよ．その際，一般の回転運動に対
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する運動方程式 LN  を ωIN  と表してはいけない理由も説明せよ． 

 

 

9. 以下の問いに答えよ． 

(1) 図 9-1 に示す円板状の物体は xy 面に並行な平面を持ち，半径はR ，厚さは T2 である．

その物体の重心 G は z 軸上にあり，原点よりH だけ離れている．この物体は一様な物質

からできており，その密度は  である．この物体の慣性テンソルを求めよ． 

図 9-1 

 

(2) 図 9-2 に示す板状の物体がある．各面は各軸に垂直である．重心 G は z 軸上にあり，原

点より H だけ離れている．各辺の長さは図に示す通りである．この物体は一様な物質か

らできており，その密度は  である．この物体の慣性テンソルを求めよ． 

図 9-2 

 

(3) 図 9-3 に示す円柱状の物体は z 軸平行な回転対称軸を持っているが，その対象軸は z 軸か

ら Dだけ離れている．この物体は一様な物質からできており，その密度は  である．こ

の物体の z 軸まわりの慣性モーメントを求めよ． 

図 9-3 

 

(4) 図 9-4 に示す物体の各面は各軸に垂直である．重心 G の座標は  cba ,, であり，原点 O

とは異なる．各辺の長さは図に示す通りである．この物体は一様な物質からできており，

その密度は  である．この物体の慣性テンソルを求めよ． 

図 9-4 
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(5) 原点 O とは異なる座標  cba ,, に重心 G を持つ半径R の球がある．この物体は一様な物

質からできており，その密度は  である．この物体の慣性テンソルを求めよ． 

 

 

10. 慣性テンソル I の物体がある．回転運動の運動方程式は LN  なので，微小時間dt の間トル

ク N を加えると角運動量が変化する．その変化は LN ddt  と表せる．トルクによって発生

する角運動量 L の変化分 Ld がトルクと平行なベクトル dtN で表せることを意味している．

IωL  であるが，慣性テンソルは座標系の取り方で異なる事を思い出そう．トルクによって

発生する角速度の変化（角加速度）はいつもトルクと並行とは限らない．但し，ある方向に

トルクを加えて回転させると同じ方向の角加速度が発生する特別な場合がある．その特別な

方向ωを求めるにはテンソル I に対し， ωIω  を満たすスカラーとベクトルωを求めれ

ばよい．何故なら，この場合，     ωωIωLN   
dt

d

dt

d
となるからである．このよ

うなωは物体の形によって決まる特別な方向のベクトルになるハズである．そこで，そのよ

うな特別な回転方向の角速度をωでなく μで表すこととする． 

今， μIμ  を満たすスカラーとベクトル μを求たい． μμI  より   0 μEI  が得

られる．テンソル  EI  が逆テンソルを持てば， 0μ となってしまうので  EI  は逆

テンソルを持たない．したがって，   0det  EI  が得られる．すなわち， 

 

 
 

 
0det 

















zyzzx

yzyxy

zxxyx

III

III

III

EI     (10-1) 

この方程式は特性方程式と呼ばれる．この特性方程式は 3 次方程式である．特性方程式は 3

つの解をもつ．それらを 321 ,,   とおく（重根になる場合はあとで考えよう．） 

 

(1) 「 I が対称テンソルであれば特性方程式の解は実数となる」すなわち「対称行列の固有値

は全て実数となる事」を示せ．必要であれば，以下の定理を用いて良い． 

定理：複素数 1z および 2z に対し，   *

2

*

1

*

21 zzzz  である． 

証明： 

iyxz 111  ， iyxz 222   とおくと 

iyxz 11

*

1  ， iyxz 22

*

2   となるので， 

   iyxyxyyxxzz 2121212121  となる．したがって，与式の 

左辺：      iyxyxyyxxzz 21212121

*

21   

左辺：    iyxyxyyxxzz 21212121

*

2

*

1   

∴   *

2

*

1

*

21 zzzz   

（証明終わり） 

 

321 ,,   に対して μもやはり 3 つの解が求められる．それらを 321 ,, μμμμ  とおく．

321 ,, μμμμ  をすべて単位ベクトルとしても一般性を失わないので，以降， μは単位ベクト

ルとする．数学では 321 ,,   を固有値， 321 ,, μμμμ  を固有ベクトルとして学習する． 

 

(2) 特性方程式の解が重根にならない場合，その解から求められる 321 ,, μμμμ  は互いに直

交する事を示せ． 
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111 μIμ  ， 222 μIμ  ， 333 μIμ  が成り立つので， 

に対し，テンソル



















zzz

yyy

xxx

321

321

321







M を定義すると， 

MΛIMI 




















































3

2

1

321

321

321

321

321

321

00

00

00



















zzz

yyy

xxx

zzz

yyy

xxx

 

ここで



















3

2

1

00

00

00







Λ とした． 

MΛIM  の両辺に右から
1M を作用させると 

1  MMΛI  

が得られる． IMMΛ 1 は対角化された慣性モーメントと呼ばれ，対角項以外が 0（ゼロ）

となる．この関係は， IMMΛ 1 とも書けるので，対角化された慣性モーメント



















3

2

1

00

00

00







Λ を



















zzz

yyy

xxx

321

321

321







M で座標変換すると慣性テンソル I となる事を意

味している．この観点から剛体の力学においては，この固有値 321 ,,   を主慣性モーメン

トと呼び，固有ベクトル 321 ,, μμμμ  を慣性主軸と呼ぶ． 

ここで，座標変換 M は zyx ,, 方向の単位ベクトル zyx eee ,, を 321 ,, μμμ に変換し， 321 ,, μμμ

の大きさは各々1 で，互いに直交する．したがってこの座標変換 M は任意の２つのベクトル

の相対角度を保存しながら，ベクトルの大きさを変えずに回転させる座標変換である．した

がって，問題 1(1)と同じ理由で 
T

MM 1
 

である． 

 

(3) 任意のベクトルa をaに座標変換するテンソル P を定義する（すなわち， aPa  であ

る．移動座標系から見た運動方程式を導出する際にもちいた R（ rRr  ）とは表し方が

逆なので注意すること．また， R は直交する座標系を，回転させて直交する座標系に変

換する座標変換テンソルであるため，
T1 RR 
が成り立っていた．しかし，P は一般の

座標変換であるため，逆テンソル
1P と転置テンソル

TP が等しいとは限らない．P はよ

り一般的な座標変換である点に注意を払ってもらうため，ここでは以前使った座標変換

テンソルを R ではなく P で表している．任意のベクトルa ，b ，および任意のテンソル A

の間に Aab  の関係がある時， aAb  の関係を満たす Aは「 A を P で座標変換した

テンソル」と呼ぶことができる．この Aは，
1 PAPA と表せることを示せ． 

＜参考＞ 

座標変換が R の時， rRr  より rRr
T なので，任意のテンソル A を座標変換したテ

ンソルは   ARRRARA
T1TT 


である． 

 

(4) 慣性テンソル























500

031

012

I の物体に対し，主慣性モーメントを求めよ． 
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(5) 慣性テンソル























500

031

012

I の物体に対し，慣性主軸方向を求めよ． 

 

次に慣性モーメントが重根を持つ場合を考えよう． 

 

(6) 慣性モーメントが３重根をもつような形状を１つ挙げよ． 

(7) 慣性モーメントが２重根をもつような形状を１つ挙げよ． 

 

球や円筒の慣性テンソルや，それを座標変換したものの慣性テンソルの場合を考えればわか

るように，重根を持つ場合，慣性主軸は無いのではなく，無限にあるため１つに決められな

いだけである．何らかの 321 ,, μμμμ  を互いに直交するように選べば，重根を持たない場合

と同じ議論が成り立つ． 

球の場合を例にあげると， 



















0

0

0

00

00

00

I

I

I

I なので，特性方程式は   0
3

0  I ． 

0I となり，は１種類しか得られない．しかし，例えば 



















0

0

1

1μ ，



















0

1

0

2μ ，



















1

0

0

3μ  

とおくと，これら 1μ ， 2μ ， 3μ は， μIμ  を満足し，これら μの方向にトルクを与えても

角速度ベクトルの方向は変わらない． 

回転体に外部からトルクが加えられない場合でも，回転する物体の形が変化すると角速度の

向き（つまり回転方向）は変わる．体操の選手は空中で前後の回転の後にひねり動作を行う

際，手足の動作で慣性テンソルを変え（角運動量ベクトルは変えずに角速度ベクトルを変え

て，）回転方向を変えているのである． 

 

 

11. 図 11 に示す質量M 慣性モーメント I 半径R の滑車にロープをかけ，ロープの片方は Q 点で

天井に固定されている．P 点を力T で引き揚げると滑車は上昇する．滑車上昇の加速度を求め

よ．ロープは伸び縮みせず，重さも無視でき，滑車とロープの接触部は滑らないとする． 

図 11 

 

 

12. 質量M 慣性モーメント I 半径R 円板が角度 の斜面を転がりおちる．斜面に水平方向に x 軸

をとる．  
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(1) 円板は斜面を滑らないとし，円板の x 方向の加速度を求めよ． 

(2) 接触部には摩擦力 frF が働くが，接触部に働く垂直力を N とするとき， NF frfr  （ここ

で， fr は静止摩擦係数である．）の時接触部は滑る．斜面の角度 が小さいと円板は滑

らず転がるが，斜面の角度 がある値をこえると円板はすべり始める．その限界の角度

を求めよ． 

 

図 13-1 

 

 

13. 図 13-1 は機械工学リテラシー「ものをあやつる」でみなさんが作製したジャイロ自転車のジ

ャイロ効果を模式的に表したもので，x 軸が自転車の進行方向である．自転車が傾き，重力に

よって図に示すようなトルク N が発生すると，ジャイロを固定したハンドルはどちらの方向

に回るか？回転運動の運動方程式 LN  を用いて説明せよ． 

 

   
図 13-1 回転する円板に加わるトルクにより，円板の角運動量が変化する． 

 

 

14. 絶対座標系（O- xyz 座標系）から記述した回転運動の運動方程式は LN  である．以下の問

いにこたえて，それを図 14-1 に示すような運動座標系（O- 座標系）から記述したい．

以下の手順に従って運動座標系における運動方程式を導出せよ． 

但し，どちらの座標系も直交座標系とする．絶対座標系で表した位置 r に対して運動座標系で

表した位置は rで表す．他の量も同様に「」を用いて表すこととする．座標変換テンソルは R

（すなわち， rRr  ，もしくは， rRr
T ）とする．また，r の時間に関する 1 階微分は r，

2 階微分は r と表すこととする． 
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図 14-1 絶対座標系（O- xyz 座標系）と共通の原点を持つ運動座標系（O- 座標系） 

 

(1) 座標変換の定義より角運動量に対しても LRL  が成り立つ．両辺を微分すると 

LRLRR

LRLRL









T   
 

となる．この座標変換テンソル R と任意のベクトルa に対し aμaRR T を満たすベク

トル μが有る事を示せ． 

(2) 上記の結果を用い， 座標系から見た運動方程式が LLμN  と記述できるこ

とを示せ． 

(3) 運動エネルギーを xyz 座標系で表すと 

  LωLωIωω
T

2

1

2

1

2

1
E であったが，これを 座標系から見た量で表すと同

様に 

  LωLωωIω  T

2

1

2

1

2

1
E と表せる事を示せ．つまり，運動エネルギーの表し

方は座標系に依らないことを示せ． 

 

 

15. 原点 O で軸を支えられたコマが歳差運動(precession)している．原点からコマの重心までの距

離はH ，重力加速度は g である．図 15-1 のようにコマの回転軸を 軸とし 軸は z 軸から

  2/ (rad)傾いているとする（但し， 2/0   とする．）． 面が x 軸となす角を

とする．コマの自転の角速度 λは 軸を向いており，大きさは λ であるとする． 座

標系で記述した運動方程式は LLμN  なのでこれに各パラメーターを代入して方程

式を完成させ，歳差運動の方程式を得たい．以下の問いに答えよ． 

但し，  やは一定とは限らないのは当然として， も一定とは限らない事に注意せよ．問

1 で導出した移動座標系における運動方程式は が一定で無くても成立する．地表座標系の例

では， を一定と言う特別な場合に導出した方程式が成り立つことを確認しただけなので，

混乱しないようにする事． 
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図 15-1 歳差運動の全体図  図 15-2 歳差運動の断面図 

 

(1) 空気抵抗や摩擦は無視できるとすると，コマに加わる外力は重力および原点から受ける

反力のみである．こまに加わるトルク N を 座標系で表せ． 

(2) 座標変換 R に対して定義できる μは を増やす方向の回転成分と  を増やす方向の回

転成分をもつ．μを 座標系で表わした μが LLμN  における μである．μ

を求めよ． 

(3) コマの角速度は絶対座標系からみると μλω  であり，運動座標系からみると

μλω  である（図 15-2 参照）．μを本文中の記号を用いてあらわせ．また， 座

標系で記述した自転の角速度ベクトル λを本文中の記号を用いてあらわせ． 

(4) 慣性テンソルを 































III

III

III

I  

とおくと，9 個の成分のうちいくつかは 0（ゼロ）になる．どれが 0（ゼロ）になるか？

また，0（ゼロ）にならない成分のうちいくつかは等しい値になる．等しくなる成分はど

れか？ 

(5) Lおよび Lを本文中の記号を用いてあらわせ． 

(6) Lμ  を本文中の記号を用いてあらわせ． 

(7) 運動座標系からみた運動方程式 LLμN  より，歳差運動を記述する 3 方程式を導

出せよ． 

 

一般には連立微分方程式に対する一般解を得る事は容易ではない．特殊な場合は，解が

得られる．（教科書によっては，仮定を明記せずに「導出」している場合があり，力学を

正しく理解している優秀な学生ほど混乱するので注意を要する．詳細は別紙，「解説：歳

差運動の考察.pdf」を参照のこと．） 

支点から重心までの長さH が同じコマの場合，円筒部の半径R が大きい程ゆっくりと歳

差運動することがわかる．１年時のジャイロ自転車で用いたコマを用いて，是非，確認

してみてほしい． 

 

© 2014 TAKAHASHI Kunio ※本稿を許可無く複写転載することを禁止します． 
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＜まとめ＞ 

 

質点の運動方程式 

Prf   m        絶対座標系 

rrf   mm 0        並進座標系 

      rrωrωrωωf   mmmm 2    回転運動座標系 

        rvvωrωrωrωωf   mmmmm 002  並進＆回転 

 

質点の運動 剛体の回転運動（2 次元） 剛体の回転運動（3 次元） 

Prf   m    IILN   LN   

vrP mm   （定義）  IIL  （定義） IωL  （定義） 

   
V

dfrN （定義） 

22

2

1

2

1
vr mmE    

22

2

1

2

1
 IIE   LωIωω

TT

2

1

2

1
E  

 

剛体の回転運動の方程式 

LN      絶対座標系 

LLμN     回転運動座標系 

 

座標変換 ベクトル： rRr    rRr
T  

テンソル： 
TRIRI   IRRI T  

 

良く使うテンソルやベクトルの演算 

・テンソル積の転置：   TTT
ABAB  ，   TTTT

ABCABC  ， … 

・内積とテンソル積： baba
T （左辺：内積，右辺：テンソル積） 
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